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5. [ber die von der molekularkinetischen Theorie
der Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden
Flitssigkeiten suspendierten Teilchen;

von A. Finstein,

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, dafl nach der molekular-
kinetischen Theorie der Warme in Flussigkeiten suspendierte
Korper von mikroskopisch sichtbarer GriBe infolge der Mole-
kularbewegung der Wirme Bewegungen von solcher Grife
ausfihren missen, dall diese Bewegungen leicht mit dem
Mikroskop nachgewiesen werden kénnen. Es ist miglich, daB
die lier zu behandelnden Bewegungen mit der sogenanuten
»Brownschen Molekularbewegung® identisch sind; die mir
erreichbaren Angaben iber letztere sind jedoch so ungenau,
(4B ich mir hieritber kein Urteil bilden konnte.

Wenn sich die hier zu behandelnde Bewegung samt den
fir sie zu erwartenden GesetzmiBigkeiten wirklich beobachten
liBt, so ist die klassische Thermodynamik schon fiir mikro-
skopisch unterscheidbare Réume nicht mehr als genau giiltig
anzusehen und es ist dann eine exakte Bestimmung der wahren
i\:tOmgrEiBe moglich. Krwiese sich umgekehrt die Voraussage
lh'eser Bewegung als unzutreffend, so wire damit ein schwer-
Wegendes Argument gegen die molekularkinetische Auffassung
ler Wirme gegeben,

§ 1. Uber den suspendierten Teilehen zuzuschreibenden
csmotischen Druck.

» Im Teilvolumen /% einer Flitssigkeit vom Gesamtvolumen #
MBI 2. Gramm- Molekile eines Nichtelektrolyten geldst. Ist
dd% YOl’dnlen }* durch eine fiir das Losungsmittel, nicht aber
U die geliste Substanz durchlassige Wand vom reinen Lisungs-
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mittel getrennt, so wirkt auf diese Wand der sogenanntg 08
motische Druck, welcher bei geniigend groBen Werten voy i
der Gleichung geniigti:

pF*=RTz.

Sind hingegen statt der geltsten Substanz in dem Ty
volumen 7* der Flussigkeit kleine suspendierte Kérper vy,
handen, welche ebenfalis nicht durch die fir das LO‘SII]’mq
mittel durchlissige Wand hindurchireten konnen, so hat yyy,

nach der klassischen Theorie der Thermodynamik — wenigstes
bet Vernachlassigung der uns hier nicht interessierenden Schyqr.
kraft — nicht zu erwarten, daB auf die Wand eine Kraf,
wirke; denn die ,,freie Energie® des Systems scheint nach g,
iblichen Auffassung nicht von der Lage der Wand und qo,
suspendierten Korper abzuhéngen, sondern mnur von den (o
samtmassen und Qualititen der suspendierten Substanz, de
Fliissigkeit und der Wand, sowie von Druck und Temperaty;.
Es kimen allerdings fiar die Berechnung der freien Knergie
noch Knergic und Entropie der Grenzilichen in Betraciy
(Kapillarkrifte); hiervon konnen wir jedoch absehen, inden
bei den ins Auge zu fassenden Lageninderungen der Wan(
und der suspendierten Korper Anderungen der GriBe und
Beschaffenheit der Beruhrungsflichen nicht eintreten mogen,

Vom Standpunkte der molekularkinetischen Warmetheorie
aus kommt man aber zu einer anderen Auffassung. Nael
dieser Theorie unterscheidet sich eingeldstes Molekiil von einem
suspendierten Korper lediglich durch die Grofe, und man sieht
nicht ein, warum einer Anzahl suspendierter Korper nicht der-
selbe osmotische Druck entsprechen sollte, wie der nimlichen
Anzahl geloster Molekille. Man wird anzunehmen haben, daf}
die suspendierten Korper infolge der Molekularbewegung der
Fliissigkeit eine wenn auch sehr langsame ungeordnete Be-
wegung in der Fliissigkeit ausfihren; werden sie dureh die
Wand verhindert, das Volumen 7* zu verlassen, so werden si¢
auf die Wand Krifte ausiiben, ebenso wie geldste Molekile
Sind also n suspendierte Korper im Volumen 7%, also n//" =
in der Volumeneinheit vorhanden, und sind benachbarte unter
ihnen geniigend weit voneinander entfernt, so wird ihnen ein
osmotischer Druck p entsprechen von der Grofe:
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wobei & die Anzahl der in einem Gramm-Molekill enthaltenen
wirklichen Molekiile bedeutet. Im nachsten Paragraph soll
wezeigt werden, daB die molekularkinetische Theorie der Warme
wirklich zu dieser erweiterten Auffassung des osmotischen
Druckes fithrt.

§ 2. Der osmotische Druck vom Standpunkte der molekular-
kinetischen Theorie der Warme,?)

Sind p, p, . .. p, Zustandsvariable eines physikalischen
mystems, welche den momentanen Zustand desselben voll-
kommen bestimmen (z. B. die Koordinaten und Geschwindig-
keitskomponenten aller Atome des Systems) und ist das voll-
stindige System der Verinderungsgleichungen dieser Zustands-
variabeln von der Form

dpy
a?; =90V(p1 v -P;)(V= 17

[

)

gegeben, wobei ESW = {0, so ist die Entropie des Systems

¥

durch den Ausdruck gegeben:

£

§= }P+ 2x1€fe_f” dpy « - - dp,.

Hierbei bedeutet 7' die absolute Temperatur, ¥ die Energie
tes Systems, F die Energie als Funktion der p,. Das Inte-
gral ist ber alle mit den Bedingungen des Problems ver-
“mbaren Wertekombinationen der P, zu erstrecken. s ist mit
et uhen erwahnten Konstanten &V durch die Relation 2% N = R
Yorbunden. Fir die freie Energie 7 erhalten wir daher:

EN
" E TET RT
jfz___Nj’lgfe A~po1...dpl=—"N'lgB-

”I'nn;l}. In diosefn Parﬂg‘mph fsind die Arbeiten des Verfassers iiber die
e, :l)gen der Thermodynamik als bekannt T’OIrausgeseczt (vgl Avn d.
'R";‘llia;‘ p. 417, .1902: 11, p.'.lT(.). 19.03).‘ F'ur‘ x.!as Verstindnis d(}l‘
v MG der vorliegenden Arbeit ist die Kenntnis jener Arbeiten sowie

Alugoy p . . .
® Paragraphen der vorlicgenden Arbeit entbehrlich.
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Wir denken uns nun eine in dem Volumen ¥ ei"gegchlog i
Fliissigkeit; in dem Teilvolumen F* von /° migen sig) "
loste Molekille bez. suspendierte Kérper befinden, Welche ge-
Volumen F* durch eine semipermeabele Wand fEStgeh@}tm '
seien; es werden hierdurch die Integrationsgrenzen qeg in d{ji
Ausdritcken fir § und # aufiretenden Integrales p beei“”u;;] i
Das Gesamtvolumen der gelésten Molekille bex. SHSPEIAdim't;“ :
Korper sei klein gegen /™. Dies System werde im Sy, lh“ i
erwithnten "Theorie durch die Zustandsvariabeln p p \'O]il g
stindig dargestellt. ER

Wire nun auch das molekulare Bild bis in ulie Vi), :
heiten festgelegt, so bite doch die Ausrechnung des Intogry)y p
solche Schwierigkeiten, daB an eine exakte Berechnung w,“'/,j |
kaum gedacht werden kénnte. Wir brauchen jedoch Jjep b
zu wissen, wie ¥ von der GriBe des Volumens j* abhiingt
in welchem alle gelésten Molekille bez. suspendierten Kfa,-l:,;
(im folgenden kurz ,Teilchen® genannt) enthalten sind, - !

Wir nennen z;,y,, 7, die rechtwinkligen Koordinaten g
Schwerpunktes des ersten Teilchens, z,, ,, z, die des zweitenof,
z, vy, =, die des letzten Teilchens und geben fiir die Schwm.j
punkte der Teilchen die unendlich kleinen paralle]epipm].
formigen Gebiete dz, dy, dz;, dz, dy, dz,. . da, dy dz
welche alle in F* gelegen seien. Gesucht sei der Wert do |
im Ausdruck fiir # auftretenden Integrales mit der Besehriinkuyy,
daB die Teilchenschwerpunkte in den ihnen soeben zugewicseney |
Gebieten liegen. Dies Integral 146t sich jedenfalls auf die Form ‘

cl.B:d:rldyl...dzﬂ.J ‘

bringen, wobei J von dz dy, ete., sowie von F¥ d h v
der Lage der semipermeabeln Wand, unabhingig ist. J st
aber auch unabhingig von der speziellen Wahl der LZagen dur
Schwerpunktsgebiete und von dem Werte von /7, wic sogheich
gezeigt werden soll.  Sei nimlich ein zweites System von un-
endlich kleinen Gebieten fiir die Teilchenschwerpunkte gegeben
und bezeichnet durch d2 dy, d2,, da,dy,dz,...dzdy.dx.
welche Gebiete sich von den urspriinglich gegebenen nur durch
ihre Lage, picht aber durch ihre GroBe unterscheiden migen
und ebenfalls alle in /™ enthalten seien, so gilt analog:

dB =dx dy, ...dz,.J,
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\
wobel ,
daydy, . ..dz, = da dy, .. .dz,.
its ist also:
aB _J
4B T J

Aus der in den zitierten Arbeiten gegebenen molekularen
Theorie der Wiarme 1afit sich aber leicht folgern), daB 4 B/ B
hez. d B') B gleich ist der Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sich
in cinem beliebig herausgegriffenen Zeitpunkte die Teilchen-
whwerpunkte in den Gebieten (dz,...dz) bez. in den Ge-
bicten (dz ... d2,) befinden. Sind nun die Bewegungen der
eizelnen Teilchen (mit geniigender Anniherung) voneinander
wabhéingig, ist die Flilssigkeit homogen und wirken auf die
Telchen keine Krifte, so miissen bei gleicher GroBe der Ge-
licte die den beiden Gebietssystemen zukommenden Wahe-
scheinlichkeiten einander gleich sein, so daB gilt:

4B _ b
B B
Aus dieser und aus der zuletat gefundenen (Gleichung folgt aber
o == J',

Iis ist somit erwiesen, daB ./ weder von #* mnoch von
¥ ...z, abhingig ist. Durch Integration erhiilt man

B= [Jda. . dz=TP"
id dargyg

, T
| P=— "T0g 7+ nlg ¥
T

6 _ RIn _ RIT

FZN

P=" gy = y& ¥ =W

Durch diese Betrachtung ist gezeigt, daBl die Existenz
‘Hmt?:r}imtiSChQH .Drucke.s" einej Konsequenz der' molekula}"-
gei'rist& ‘en Tl‘worze der W firme ist, und daf} nach d}eser Theorie
Ste Molekiile und suspendierte Korper von gleicher Anzahl
mmiOm;bezug a}lf osmotischen Druck bei groBer Verdinnung
Den gleich verhalten.

YA Eiustein, Ann. d. Phys. 11. p. 170. 1903,
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§ 3. Theorie der Diffusion kleiner suspendierter Knge
Ngely.

In einer Fitissigkeit seien suspendierte Teilchey 4
verteilt. Wir wollen den dynamischen Gleichgewichyg,
derselben untersuchen unter der Voraussetzung, dag auf
einzelnen Teilchen eine Kraft A wirkt, welche vyop Out
nicht aber von der Zeit abhiingt. Der Einfachlejt h.iﬁtu’
werde angenommen, da die Kraft tberall die Ric],tul_lé‘d’ﬂr ;
X-Achse habe. o

Es sei » die Anzahl der suspeudierten Teilchey, ,,
Volumeneinheit, so ist im Falle des thermodynamischey Glei](.iﬂ
gewichtes v eine solche Funktion von z, daB fir eine beliehi‘n:
virtuelle Verriickung d  der suspendierten Substanz dip Vari&ti;;‘
der freien Energie verschwindet. Man hat also: :

OF=0E—-T08=0.

1

o

¥s werde angenommen, dab die Ilissigkeit senkvecly -,,;,,:‘i‘
X-Achse den Querschnitt 1 habe und durch die Ebenen 4oy
und = =/ begrenzt sei. Man hat dann:

l
0f=— | Kvdadr
I

und
1

i
) ¥y 0dx R G
as_fzz [ ﬁf’ax Srde, .'
] [{]

Die gesuchte Gleichgewichtsbedingung ist also:

- RT é»

(1) —Kv A o=

oder -
7 s 6;2 _ e“
Ky — 55;—0. l

Die letzte Gleichung sagt aus, daf der Kraft K darch owe
tische Druckkrafte das Gleichgewicht geleistet wird.

Die Gleichung (1) benutzen wir, um den Diffusionshoe!l
zienten der suspendierten Substanz zu ermitteln. Wir Jgnnen
den eben betrachteten dynamischen (3leichgewichtszusta! s
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iie Superposition zweler in umgekehrtem Sinne verlaufender
Jrozesse auffassen, ndmlich

1. einer Bewegung der suspendierten Substaunz unter der
Wirkung der auf jedes einzelne suspendierte Telichen wirken-
don Kraft X,

9. eines Diffusionsvorganges, welcher als Folge der un-
geordneten Bewegungen der Teilchen infolge der Molekular-
lewogung der Wiarme aufzufassen ist.

Haben die suspendierten Teilchen Kngelform (Kugelradius P)
md besitzt die Flissigkeit den Reibungskoeffizienten %, so
erleilt die Kraft X dem einzelnen Teilchen die Geschwindigkeit?)

md es treten durch die Querschnittseinheit pro Zeiteinheit
r K
Gkl
Teilchen hindurch.
Bezeichnet ferner #) den Diffusionskoeffizienten der sus-
bendierten Substanz und u die Masse eines Teilchens, so treten
o Zeiteinheit infolge der Diffusion

— 0 %™ Gramm
dw
ndey

dw
- O

eilchen qureh die Querschnittseinheit. Da dynamisches Gleich-

sewi )
- wicht herrschen soll, so mub sein:

6mk P FER

(2] v I . 6]3/_0‘

. .1Aus den beiden fir das dynamische Gleichgewicht ge-

k(,:\}ﬁ“_en Bedingungen (1) und (2) kann man den Diffusions-
“l4enten berechnen. Man erhilt:

7 RT 1

N D=5 sarpe

- I_vl?lﬂllslonskoefﬁzient der snspendierten Substanz hangt also

lo AR G. Kirehhoff, Vorlesungen iiber Mechanik, 26. Vor-
%Jllng % 4 L]
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anfler von universellen Konstanten und der absolutey Ten.
peratur nur vom Reibungskoeffizienten der Flissigkeit gyg v

. L . 0
der Grofle der suspendierten Teilchen ab.

g 4. Uber die ungesordnete Bewegung von in einer Flﬁssigkem
suspendierten Teilchen und deren Beziehung zur Diffugiyy,

Wir gehen nun dazu iber, die ungeordneten Bewegungen
genauer zu untersuchen, welche, von der Molekulurbewegl;m
der Wirme hervorgerufen, Anlab zu der im letzten p °
graphen untersuchten Diffusion geben.

Es muf offenbar dngenommen werden, dal jedes eingely,
Teilchen einc Bewegung ausfiihre, welche unabhéingig ist
der Bewegung aller anderen Teilchen; es werden auch g,
Bewegungen eines und desseiben Teilchens in verschiedeng,
Zeitintervallen als voneinander unabhingige Vorgiuge aufy,.
fassen sein, solange wir diese Zeitintervalle nicht zu klein o
wihlt denken. '

Wir fithren ein Zeitintervall  in die Betrachtung ein,
welches sehr klein sei gegen die beohachtbaren Zeitintervaﬂc,
aber doch so groB, daB die in zwel aufeinanderfolgenden Zeit.
intervallen © von einem Teilchen ausgefithrten Bewegungen als
voneinander unabhingige Ereignisse anfzufassen sind.

Seien nun in einer Flissigkeit im ganzen n suspendierfe
Teilchen vorhanden. In einem Zeitintervall = werden siel die
X-Koordinaten der einzelnen Teilchen um 4 vergroBern, wohei
4 fir jedes Teilchen einen anderen {positiven oder negativen)
Wert hat. Es wird fiir 4 ein gewisses Haunfigkeitsgesetz gelten;
die Anzahl dn der Teilchen, welche in dem Zeitintervall «
eine Verschiebung erfahren, welche zwischen 4 und 4 + 44
liegt, wird durch eine Gleichung von der Form '

dn = np{d)ydd
ausdriickbar sein, wobei

G

und ¢ nur fir sehr kleine Werte von 4 von Null verschieden
ist und die Bedingung

¢l = pl—a
erfiilit.
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Wir untersuchen nun, wie der Diffusionskoeffizient von ¢

Jhingt, wobel wir uns wieder auf den Fall beschrinken, dafl
die Anzahl » der Teilchen pro Volumeneinheit nur von z und ¢
: abhingt.
t Bs sel v = (2, &) die Anzahl der Teilchen pro Volumen-
sivheit, wir berechnen die Verteilung der Teilchen zur Zeit
t+7 aus deren Verteilung zur Zeit & Auns der Definition
ler Fanktion ¢ (4) ergibt sich leicht die Anzahl der Teilchen,
welehe sich zur Zeit ¢ + ¢ zwischen zwel zur X-Achse senk-
echien Kbenen mit den Abszissen 2 und # + dz befinden.
Man erhilt:

4=+w
f@t+ﬂh=dnfﬂw+m¢MJA
A=—w

Non kounen wir aber, da z sehr klein ist, setzen:

f@t+ﬂ=f@0+rg?

- Hemer entwickeln wir [z -+ 4,4 nach Potenzen von A4:

, fJ "2 -

e + 4,0 = flz, 6y + 4 7677]1:}:7,7?) ST gg;: 1 ... in inf
Diese Entwicklung kénnen wir uater dem Integral vornehren,
a2 letzterem nur sehr kleine Werte von 4 etwas beitragen.
Wip erhalten:

_ ' e
f+gfr_ff} Y4+ ifdwwwd
-
i o f ;OZF?
‘ L G / 5 glddd . ..
! i

Anf gy rechten Seite verschwindet wegen ¢ {z) = ¢ (—2) das

e
!u‘”lfl:e, vierte ete. (lied, wihrend von dem ersten, dritten,
hete. Gliede Jedes folgende gegen das vorhergehende

Bofyp . . .
- Klein ist, Wir erhalten aus dieser (zleichung, indem wir
‘1Lksmht1fren dafB

+w

[raaa=1,

dnp, -
. tlen der Physxk IV. Folge. 17. 37
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und indem wir
+7

=
setzen und nur das erste und dritte Glied der rechtey,
beriicksicltigen:

0 S=U

S(‘itc

t ¢ w?

Qs

Dies ist die bekannte Differentialgleichung der Diffusiy),
und man erkennt, da 2 der Diffusionskoeffizient ist, "

An diese Entwicklung 148t sich noch eine wichtige Uher.
legung ankniipfen. Wir haben angenommen, daB die eingely,
Teilchen ulle auf dasselbe Koordinatensystem bezogen seien,
Dies ist jedoch nicht notig, da die Bewegnngen der einzelne,
Teilchen voneinander unabhingig sind. Wir wollen” nun gj,
Bewegung jedes Teilchens auf ein Koordinatensystem beziehey
dessen Ursprung mit der Lage des Schwerpunktes des be-’
treffenden Teilchens zur Zeit ¢ = 0 zusammenfallt, mit dg;
Unterschiede, daB jetzt f(z,#)dz die Anzahl der Teilchen ho.
deutet, deren X-Koordinaten von der Zeit =0 bis zur Zej
t=1¢ um eine Grobe gewachsen ist, welche zwischen z yng
x4-dx liegt. Auch in diesem Falle #ndert sich alao e
Hunktion f gem#B Gleichung (1). Ferner muB offenbar fiy -
z=0 und ¢t =0 :

f(z, 8y =0 und ff(x,t)dxmn

sein. Das Problem, welches mit dem Problem der Diffusion
von einem Punkte aus {unter Vernachlissigung der Wechsel-
wirkung der diffundierenden Teilchen) iibereinstimmt, ist nun
mathematisch vollkommen hestimmt; seine Losung ist:
- ﬁrx‘é
iD:
(o, I = __.7.17.:77._ __e____ .
[ VinD Vi
Die Hiaufigkeitsverteilung der in einer beliebigen Zeil /
erfolgten Lageninderungen ist also dieselbe wie die der mi-
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filigen Fehler, was zu vermuten war. Von Bedeutung aber
it, wie die Konstante im Kxponenten mit dem Diffusions-
loeffizienten zusammenbingt. Wir berechnen nun mit Hilfe
dieser Gleichung die Verriickung 2, in Richtung der X-Achse,
welche ein Teilchen im Mittel erfibrt, oder — genauer aus-
sdriickt — die Wurzel aus dem arithmetischen Mittel der
Quadrate der Verriickungen in Richtung der X-Achse; es ist:

{ 1= Va2 = V2Dt

xz

Die mittlere Verschiebung ist also proportional der Qua-

dratwurzel aus der Zeit. Man kann leicht zeigen, daB die

t Wurzel aus dem Mittelwert der Quadrate der Gesamtverschic-
lungen der Teilchen den Wert 4,38 besitat.

§5. Formel fiir die mittlere Verschiebung suspendierter Teilchen.
Tine neue Methode zur Bestimmung der wahren Grolle der Atome.

- In §38 haben wir fir den Diffusionskoeffizienten 2 eines
m einer Fliissigkeit in Form von kleinen Kugeln vom Radius P
Suspendierten Stoffes den Wert gefunden:

RT 1

D="5 sarp-

Ferner fanden wir in § 4 fiir den Mittelwert der Verschie-

t iungen der Teilchen in Richtung der Y-Achse in der Zeit #
Lo=TV2D¢.
Dy Ehmmlelen von 2 erhalten wir:
—
k= V2] ¥ enEr
Diege Gleichung 1aBt elkennen wie 72 von T, &k und P ab-
dngen myp,
Wir wollen berechnen, wie grofl 7_fitr eine Sekunde ist,
“'n" N gemifB den Resultaten .der kmethchen Gastheoue

5105 gesots wird; es sei als Kliissigkeit Wasser von 17° C.

;“(Wdhl (k= 1,35. 10-) und der Teilchendurchmesser sei
01 myy. Man erhals:

A, =3.10"%cm = 0,8 Mikron,

Hig s . . . .
¥ Mittlere Verschiebung in 1 Min. wire also ca. 6 Mikron.
37




560 d. Finstein. = Bewegung etc.

Umgekehrt 1&Bt sich die gefundene Beziehung
stimmung von A benutzen. Man erhilt:
¢ RT

it BmkF

zny B'e'; =

N =

Mbge es bald einem Forscher gelingen, die higy aul. '
geworfene, fur die Theorie der Wirme wichtige Frage 4y o L~
. TR
scheiden! ‘

Bern, Mai 1905.

(Eingegangen 11. Mai 1905.) ’



