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19, Entropie und Temperatur straliender Wiirme;
von Max Planck,

§ 1. Einleitung und Inhaltslibersicht.

In einer kiirzlich veréffentlichten Arbeit?) iiber irreversible
Strahlungsvorginge habe ich einen Ausdruck fiir die Entropie
der strahlenden Wirme aufgestellt, welcher allen Anforderungen,
lie einerseits von der Thermodynamik, andererseits von der
elektromagnetischen Lichttheorie an die EKigenschafien dieser
Grisse gestellt werden, Geniige leistet. Auf den Zustand der
stationiren Wirmestrahlung im freien Vacuum angewendet
liefert dieser Ausdruck gerade diejenigen Beziehungen zwischen
den auf die einzelnen Wirmefarben entfallenden Strahlungs-
mtensititen, welche durch das Wien’sche sogenannte Energie-
verteilungsgesetz angegeben werden. Weiter von mir unter-
lommene Versuche, den Ausdruck der Strahlungsentropie so
shzuindern bez. zu verallgemeinern, dass er immer noch allen
theoretisch wohlbegriindeten thermodynamischen und elektro-
magnetischen Sitzen Geniige leistet, fihrten mich durch ihren
tegativen Erfolz zu der Ansicht, dass der aufgestclite Aus-
{ruck, und daher auch das Wien’sche Energieverteilungsgesetz,
tine notwendige Folge der Anwendung des Principes der Ver-
mehrung der Entropie auf die elektromagnetische Strahlungs-
theorie ist.

Wiahrend pun das Wien’sche Gesetz durch die neuesten
Beobachtungen von F. Paschen?) wieder im wesentlichen be-
itigt worden ist, haben Q. Lummer und E. Pringsheim?)
¢l jhren auf grossere Wellenlingen ausgedehnten Messungen
Di\Terger_zzen von so erheblicher Natur gefunden,dass M. Thiesen®)

—

—

1) M. Planck, Ann. d. Phys. 1. p. 69. 1900.

2) F. Paschen, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Berlin
P 959, 1899.

3) 0. Lummer u. E. Pringsheim, Verhandl. d. Deutsch, Physikal.
i Sesellseh, 1. p. 215. 1899.
4) M. Thiesen, Verhandl. d. Deutsch. Physikal. Gesellsch. 2.
L {87, 1900,
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dadurch veranlasst wurde, die Wien’sche Formel fiir g,
Strahlungsintensitit einer bestimmten Wellenlinge durch Ein;'::j‘
andere Formel zu ersetzen, welche einerseits sowoh] g,
Stefan-Boltzmann’schen Gesetz der Gesamtstrahlung alg
auch dem von Wien thermodynamisch begriitndeten Sogemannty,
Verschiebungsgesetz Geniige leistet, andererseits aber die von
Lummer und Pringsheim gemessenen Zahlenwerte mit mey)
lich besserer Anniherung darstellt.

Obschon nun ein Conflict zwischen Beobachtung
Theorie wobl erst daun als zweifellos constatirt gelten kap,
wenn die Zahlen der verschiedenen Beobachter miteinande;
hinreichend iibereinstimmen, so bildete die zwischen den B,
obachtern schwebende Frage doch auch fiir mich eine Ay,
regung, die theoretischen Voraussetzungen, welche zu dem ohey
erwahnten Ausdruck der Strahlungsentropie fihren, und g
denen also jedenfalls etwas geiindert werden miisste, wenn dyg
Wien’sche Energieverteilungsgesetz sich nicht als allgemejy
giltig erweisen sollte, iibersichtlich zusammenzustellen uyq
einer geschirften Kritik zu unterziehen. Das Wesentliche dayey
mdchte ich hier in Kiirze mitteilen, namentlich auch eine
bei dieser Gelegenheit gefundenen Weg zur directen Berech.
nung der Strahlungsentropie, deren Wert ich in meiner vorigen
Arbeit ohne weitere Vermittelung einfach durch Definition efn.
gefithrt hatte. Da sich durch diese Berechnung wieder gerads
der nimliche Ausdruck der Entropie ergiebt, so ist meine Ap.
sicht iiber die Bedeutung desselben noch mehr befestigt worden,
wenn sich auch die Griinde, welche dieselbe stiitzen, zum Tel
etwas verschoben haben.

Schliesslich folgt noch als eine specielle Anwendung des
Wien’schen Gesetzes, das ja fir Wellenlingen bis zu etwa !
5 p hinauf von simtlichen genaueren Messungen bestitigt wird, .
die Formel zur numerischen Berechnung der Temperatur einer |
monochromatischen, aus homocentrischen Biindeln bestehenden
Strahlung, welche von einer kleinen Fliche emittirt und dam
durch ein System centrirter brechender Kugelflachen (Spiegelung
inbegriffen) nahe der Axe hindurchgegangen ist. Die Tem-
peratur der hinter der letzten brechenden Fliche auftretenden
Strahlung ist nach ibrer elektromagnetischen Definition voll
stindig und ausschliesslich bestimmt durch die natiirliche
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,Helligkeit‘¢!) des von ihr entworfenen Bildes, und diese Grosse
lasst sich ihrerseits berechnen aus der Gesamtintensitit der
Strahlung, der Grosse der Bildfliche, und dem r#umlichen
Qeffnungswinkel (Maximaldivergenz), mit welchem sich die
~ Strahlen eines jeden homocentrischen Bindels in dem zu-
- gehorigen Bildpunkte treffen. Nicht nétig dabei ist aber die
~ Messung der Temperatur des Korpers, aus welchem die Strah-
, lang urspriinglich herstammt, und ebensowenig die Beriick-
. sichtigung der Energieverluste, welche die Strahlung auf ihrem
Wege durch Reflexion an den verschiedenen brechenden Flichen,
Absorption etc. etwa erlitten hat.
Soviel ich weiss, giebt es immer noch Physiker, welche
, lie Ansicht vertreten, dass man nicht von der Temperatur
eines Wiarmestrahles an sich sprechen darf, sondern nur von
ler Temperatur des Korpers, welcher den Strahl emittirt.
Nach dieser Ansicht kénnte man in dem vorliegenden Falle
lie aus dem Linsensystem austretende Strahlung iiberhaupt
nicht thermisch charakterisiren, ohne sowohl auf ihre Ent-
siehung, als auch auf die ganze Geschichte ihrer Fortpflanzung
lurch alle brechenden Flichen Riicksicht zu nehmen. Das
wire im allgemeinen ein sehr umstindliches und tiberfltissiges
Verfahren. Denn es kommt schliesslich doch nur darauf an,
' welche Eigenschaften die Strahlung besitzt an dem Orte, wo
‘sie thre Wirkungen Hussert, und nicht darauf, welche Higen-
“schaften sie frither einmal besessen und nachtraglich vielleicht
eilweise wieder verloren hat. Uebrigens hat sich das Be-
(dirfnis, der Strahlung eine selbstindige Temperatur beizulegen,
‘i bestimmten Fallen schon deutlich fihlbar gemacht, so z. B.
iladurch, dass man es vorteilhaft findet, von einer ,schein-
2;h&ren“ oder ,,Effectiv“-Temperatur der Sonne zu sprechen,
{L h. von der Temperatur, welche die Sonne haben miisste,

5
1
i

i 1) Die Beziehungen der Helligkeit zum zweiten Hauptsatz der
Wirmetheorie (und somit auch zur Temperatur) sind von H. v. Helm-
i"ltz erirtert worden in den Vorlesungen iiber die elektromagnetische
§Th€501'ie des Lichtes, herausgegeben von A. K8nig u. C. Runge, p. 298,
1897 (Leop. Voss), eingehender noch in den demnichst zu versffentlichenden
‘orlesungen tiber die Theorie der Wirme, in deven Manuscript ich durch
Hf freundliches Anerbieten des Ierausgebers, Wrn. F. Richarz, Ein-
ik erhielt.

\} Annzlen der Physik. TV, Folge, 1, 46

é



-1
no
o

M. Planck..

um der Erde die thatsichlich zu beobachtende Gesamtstrah]ﬁn: ,
zuzusenden, wenu sie 1. strahlte wie eine schwarze Flache Yon.

gleicher Grosse, und wenn 2. unterwegs keine Strahlungs_
energie verloren ginge. Die Effectivtemperatur der Sonpe st
nichts anderes als die wirkliche Temperatur der Sonnenstrahle,]
und demgemiss wire es wohl noch rationeller, diese Bezeichnun’
auch direct anzuwenden, statt von einer doch bloss fingirte,
Temperatur der Sonne zu reden. Hierzu kommt noch, dasg
die Sonnenstrahlen verschiedener Farbe gar nicht dieselj,
sondern verschiedene Temperaturen besitzen, da die Energie.’
verteilung im Sonnenspectrura von der des schwarzen Korpers
abweicht. Hs muss daher jedem monochromatischen Sonney.
strahl eine besondere Temperatur zugeschrieben werden, qi,
ans der angegebenen Formel berechnet werden kann.?)

§ 2. Physikalische Grundlagen der Theorie.

Die ganze hier behandelte Theorie griindet sich auf dey
Kirehhoff schen Satz, dass ein rings durch spiegelnde Wande
abgeschlossenes Vacuum, in welchem beliebige ponderable
Kérper in beliebiger Anordnung verstreut sind, im Laufe dey
Zeit einen stationiren Zustand der Warmestrahlung annimmt,
der vollstindig bestimmt ist durch einen einzigen Parameter;
die Temperatur, und Insbesondere nicht abhéngt von der An-
zahl, der Beschaffenheit und der Anordnung der ponderabeln '
Koérper. Es ist also zur Untersuchung der Eigenschaften des
stationdren Strahlungszustandes ganz gleichgiltig, welcher Art
die Korper sind, welche man im Vacuum befindlich voraus-
setzt, ja es kommt nicht einmal darauf an, ob solche Korper
in der Natur wirklich irgendwo vorkommen, sondern nur darauf,
ob ihre Existenz und ihre Eigenschaften in der Natur iiber-
haupt méglich sind. Sobald es nur gelingt, fiir irgend eine
beliehig herausgegriffene specielle Art und Anordnung emit-
tirender und absorbirender Kérper einen stationiren Strahlungs-
zustand nachzuweisen, kann dieser Zustand kein anderer sein
als der durch den Kirchhoff’schen Satz geforderte.

1) Beaztiglich der Temperaturbestimmung durch Messung der Energie-
strahlung vgl. O. Lummer u. E. Pringsheim, Verhandl. d. Deautsch.
Physikal. Gesellsch. 1. p. 230. 1399; ferner H. Wanner, Physikal
Zeitschr, 1. p. 226, 1900.
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Nun lasst sich in der That fir eine specielle Anordnung
gewisser, besonders einfach gewihlter Korper, nimlich ruhender
linearer Resonatoren mit kleiner Dampfung und grosser Wellen-
linge, die sich in hinreichend grossen Abstinden?) voneinander
befinden, ein stationérer Strahlungszustand nachweisen, aller-
dings nur mit Kinfithrung einer besonderen Annahme: der
Hypothese der ,natiirlichen Strahlung®, die sich aber fast von

! selbst darbietet und wohl als ein unumgingliches Postulat des

eweiten Hauptsatzes der Wirmetheorie zu betrachten ist. Wenn
man also von der Voraussetzung ausgeht, dass die Gesetze der
Warmestrahlung sich iiberhaupt rein elektromagnetisch be-
greifen lassen, so bleibt nichts ibrig, als auf Grund des
Kirchhoff’schen Satzes den gefundenen stationiren Zustand
mit dem der Wirmestrahlung vollstindig zun identificiven.
Die Zulassigkeit der Annahme rufiender Resonatoren kdnnte

; vom Standpunkt der mechanischen Warmetheorie aus zweifel-

haft erscheinen, da doch mit einer endlichen Temperatur not-
wendig auch eine endliche Geschwindigkeit der kleinsten pon-
derabeln Teilchen verkniipft ist. Indessen zeigt sich doch bei

{ niherer Ueberlegung, dass der Zusammenhang, in welchem die

aus der Gastheorie folgende Geschwindigkeit der ponderabeln

. Moleciile durch ihre Abhingigkeit von der Temperatur zur
. Warmestrahlung steht, nur ein indirecter sein kann. Denn
- die Temperatur bestimmt bekanntlich nicht die mittlere Ge-

i schwindigkeit, sondern vielmehr die mittlere lebendige Kraft

der Molecille; man kann es daher durch entsprechende Wahl
der Molectilmassen immer einrichten, dass einer gegebenen

- Temperatur eine ganz beliebige mittlere Geschwindigkeit der

Molectile, wenigstens innerhalb gewisser Grenzen, entspricht,

1) Nimmf wman die Abstinde der Resonatoren klein gegen die
Wellenlinge ibrer Eigenschwingung, so erhilt man fiir die Fortpflanzung
der Strahlung total andere Gesetze, nimlich die der normalen und
nomalen Dispersion, und zwar, wie ich mich besonders iiberzeugt habe,
Wesentlich in der einfachen Form, die ihnen zuerst von P. Drude (Wied.
Ann. 48, p. 542. 1583) gegeben wurde, nur dass die dabei auftretenden
Constanten bestimmte, durch die Dimpfung und die Abstinde der Resona-

; toren bedingte Werte besitzen. Auch scheint mir dieser Weg bei weiterer

Vel'folgung zu einer Vereiniguug der magneto optischen Theorien von
H. A, Lorentz und von W. Voigt zu fiibren (vgl. Physikal. Zcitsehr,

Lo p. g9, 1899).

467
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wihrend dagegen die Stralilungsintensitit einzig ungq alleir
von der Temperatur abhangt. e
Ein weiteres Bedenken gegen die vorliegende Theoriq -
konnte man aus dem Umstand herleiten, dass dieselhe die
Trreversibilitit der Strahlungsvorginge und den Begriff dey
Strahlungsentropie aus der Betrachtung einzelner, & sogay
eines einzigen Resonators ableitet, withrend man doch vop der
Gastheorie her anzunehmen gewohnt ist, dass erst eipe sely
grosse Anzahl Moleciile das Zustandekommen der Trrevers;.
bilitit und die Definition der Entropie ermdglicht.? Dieseg
Bedenken lasst sich indessen leicht entkriften. Denp dag
Princip der Unordnung, auf welchem jede Art Trreversibility
zu beruhen scheint, liegt bei der Gastheorie in einem ganz
anderen Moment als bei der Wirmestrahlung, In den Gasen
sind es die zahlreichen ponderablen Moleciile, welche dyrel,
die Unregelmissigkeit ihrer Lage und ihrer Geschwindigkeit die
Unordnung bedingen; im durchstrahlten Vacuum dagegen sing
es die zahlreichen Straklenbiindel, welche durch ihre unregel-
miéssig wechselnde Schwingungszahl und Intensitit zur Bildung
der Entropie Veranlassung geben. Bei den Schwingungen
eines einzelnen Resonators kommt diese Unregelmissigkeit
ebensogut zum Ausdruck wie bei der Strahlung im freiey
Raum, Denn wihrend in der Gastheorie die lebendige Kraft
eines einzelnen Moleciils nur einen verschwindend kleinen Bruch.
teil der kinetischen Energie selbst des kleinsten Gasquantums
bildet und isolirt gar keine selbstandige Bedeutung hat, istin
der Strahlungstheorie die Energie eines einzelnen Resonators
von derselben Grissenordnung wie die der freien Sirahlung in
einem gegen die Dimensionen des Resonators sehr grossen
Raum. Dementsprechend reprisentirt die stationsire Schwingung
eines in einem stationdren Strahlungsfelde befindlichen Reso-

1) Tn diesem Punkte liegt der hauptsichlichste Gegensatz zwischen
dieser Theorie und derjenigen von W. Wien (Wied. Ann. 88. p. 662
1896) und ebenso derjenigen von J. D. van der Waals jr. (Akad. van
Wetensch. Amsterdam, 10. Januar 1900), wo von vornherein eine grosse
Anzahl von Strahlungscentren als wesentlich fiir das Zustandekommen der
Strahlungsgesetze betrachtet wird, wihvend hier die Anzahl der Reso-
natoren fiir die Eigenschaften des stationiiven Strahlungszustandes ganz

gleichgiiltig ist.
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nators mit bestimmter Eigenperiode nicht etwa einen einheit-
lichen Elementarvorgang, d. h. eine einfache Sinusschwingung
mit constanter Amplitude und Phase — dann miisste aller-
dings die Schwingungsenergie frel in Arbeit verwandelbar sein
ud man konnte keine Entropie definiren, — sondern sie be-
steht in einer Uebereinanderlagerung sehr vieler kleiner Kinzel-
schwingungen mit nahezu gleichen Perioden und constanten
Anplituden und Phasen), oder auch, was mathematisch genau
auf das Namliche hinauskommt, in einer einzigen Schwingung
mit constanter endlicher Amplitude, aber unregelmassig ver-
inderlicher Phase. In jedem Falle kann man von einer Un-
ordnung, also auch von einer Kutropie und einer Temperatur
des Resonators sprechen.

Aus diesen Ueberlegungen geht auch hervor, was mir
besonders hemerkenswert scheint, dass der Hauptunterschied
zwischen den kiirzesten herstellbaren Hertz’schen elektrischen
Wellen und den lingsten herstellbaren Warmewellen des ultra-
rofen Gebietes nicht in der Wellenlinge liegt, sondern viel-
mehr in der Homogenitit; denn der erstere Unterschied ist nur
quantitativ, der letztere aber qualitativ. Hertz’sche Wellen
sind, bei aller méglichen Complicirtheit, stets geordnete Vorginge,
auf sie ist daher die Hypothese der natiirlichen Strahlung
jnicht anwendbar, und demgemiiss lasst sich auch bei ihnen
\keine Entropie und keine Temperatur definiren, wihrend da-
gegen selbst der homogenste Wirmestrahl einen ungeordneten
Vorgang darstellt, Hierauf beruht auch die Erklirung des
Scheinbaren Paradoxons, welches in dem Umstande liegt, dass
fach dem Wien’schen Energieverteilungsgesetz die Strahlungs-
intensitat einer bestimmten Farbe mit unbegrenzt wachsender
Temperatur nicht ebenfalls ohne Ende wichst, sondern sich
tnem endlichen Grenzwert asymptotisch nihert, und dass es
faher unméglich ist, die Intensitit der Whrmestrahlung einer
bestimmten Farbe tber eine bestimmte Grenmze hinaus zu
eigern, withrend doch andererseits die Intensitat Hertz'scher

ellen bestimmter Schwingungsdauer principiell an keinerlei
Schranke gebunden erscheint.

N e

1} Gleichung (13) meiner vorigen Arbeit.
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§ 8. Vermehrung der Entropie durch einen im Strahlup
befindlichen Resonator.

gsfelq

In meiner vorigen Arbeit habe ich die Ausdriicke, welche'
dic Entropie eines Resonators und die Entropie der freiey
Strahlung als Funktionen der Energie und der Schwingungs.
zahl angeben, unvermittelt durch Definition eingefithrt und
dann hinterher nachgewiesen, dass diese Ausdriicke wirklich
dem Gesetz der Vermehrung der Entropie Folge leisten. Hier
soll ein allgemeinerer Weg beschritten werden. Zuniichst werdg,
die Ausdriicke fir die Erhaltung der Energie und die V.
mebrung der Entropie aufgestellt, ohne von einer speciglley,
Apnahme iber die Grosse der Entropie Gebrauch zu machey
und dann wird untersucht, welcher Wert der Strahlungsentropié
beizulegen ist, damit sie alle physikalischen Figenschafte,
der aus der Thermodynamik abzuleitenden Function gleichen
Namens besitzt. Es wird sich dabel eine ganz bestimmie
Grosse fiir die Entropie ergeben: die nimliche, welche ich
frither von vornherein benutzt habe.

Im Folgenden werden genau die Voraussetzungen ung
Bezeichnungen meiner fritheren Arbeit angewendet, nur mit dem
Unterschiede, dass die Definitionsgleichung fiir die Entropie
als Function der Energie hier fortfillt. Demgemss lautet dag
Gesetz der Erhaltung der Energie fiir einen Resonator von
der Schwingungszahl » nach der damaligen Gleichung (40):

() i fao@ -9 - %) =0.

Hier bedeutet U die Energie des Resonators, ¢ die Zeit, ¢ die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes im Vacuum, ¢ das
(kleine) logarithmische Decrement der Schwingungsamplituden
des Resonators, ¢ £ den .unendlich kleinen Oeffnungswinkel
eines Kegels, dessen Spitze im Resonator liegt, endlich @
und & die Intensitaten der beiden, senkrecht aufeinander pola-
risirten, innerhalb dieses Kegels von einer Seite auf den Reso-
nator fallenden Strahlenbiindel von der Schwingungszahl #, &”
und & die in der ndmlichen Richiung, also auf der anderen
Seite, vom Resonator ausgehenden Strahlungsintensititen. £
und §” sind nach Gleichung (38) und (89) bhestimmt durch
die Gleichungen:

TV,
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Q' = Reos?w + & sin®om

@ 1 {7 == (Rsin®w + @ cos?m)cos? & + - sm2 7,

wobei # den Winkel zwischen der Richtung des Strahles und
der Axe des Resonators, @ den Winkel zwischen der Polari-
sationsebene von § und der durch den Strahl und die Reso-
natoraxe gehenden Kbene bedeutet. Die Polarisationsebene
von &' geht durch die Axe des Resonators, die von @ ist
senkrecht darauf.

Nennen wir nun weiter § die Entropie des Resonators,
und £ die Intensitit der Entropiestrahlung von der Schwingungs-
rahl » in irgend einer Richtung zu irgend einer Zeit, so ist
§ eine gewisse Function von {/ und », und & eine gewisse
Function von & und ». Dann betrigt die in der Zeit d¢ ein-
tretende KEntropieinderung des den betrachteten Resonator
umgebenden Feldes nach Glelchung (46) bei entsprechender
Bezeichnung:

3elc o 1 ,
dt.4m.fd9(3 +87 -8 — Q).

Nimmt man dazu die in derselben Zeit erfolgende Kntropie-
inderung des Resonators 48, so ergiebt sich als die durch
lie Vorginge im Resonator hervorgerufone Aenderung der
totalen Entropie §, des Systems:

B a8 =ds4 200 dt. [d0@ +9"~8-9),

tin Ausdruck, der ganz analog mit (1) gebaut ist.

$ 4. Specieller Fall.

Wir wollen nun gleich zur Betrachtung des speciellen
Falles iibergehen, dass das Feld, in welchem der Resonator
lisgt, sich f01twah1end in einem Zuswnd stationérer Strahlung
beﬁndet Die Bedingung hierfiir ist, dass die auf den Reso-
, Nator fallende Strahlung unpolarisirt und nach allen Richtungen
i Constant ist, d. h.

{=8 =8,
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unabhingig von der Zeit und von der Richtung der Strah]

o ung, -
Dann folgt aus (2): :
' = 8§,
(3a) /7 = & cos? ¥ + ycz(r— sin® .

Ferner aus (1), da

Jsinzz'f d0O= bB",

d U 2 e N
(4) T 2oV =008 =0,

endlich fir die totale Entropieinderung aus (3), da:

L=g=8"—2

= X4

5) dSt=dS+—"ic_r:—rgdt.fdsz(ﬂ”’—ﬂﬂ).

Wenn nicht nur das den Resonator umgebende Feld,
sondern das ganze System sich im Zustand stationiirer Stra,hlung
befénde, so wire auch §” = ®,, und die Energie U des Reso-
nators wiirde speciell:

(6) UO = gé‘ @0 .

Dann wire Energie und Entropie in allen Teilen des Systems
von der Zeit unabhéngig. Wir wollen daher U, den ,,stationsirens
Wert der Energie des Resonators nenmnen; ihm n#hert sich I/
nach (4) fiir wachsende Zeiten asymptotisch an.

Nun besitze die Energie des Resonators einen Wert, der
nur noch wenig von dem stationiren Wert U, abweicht, d. h.

(1) U=U, + A4U.

Die kleine Grosse 4 U konnen wir den (positiven oder
negativen) Ueberschuss der Resonatorenergie tiber ihren statio-
niren Wert nennen, sie liefert offenbar ein Maass fiir die
Grosse und die Richtung der Abweichung des Resonators von
seinem stationdren Zustande. Dann wird aus (4):

(8) LY 2cvaU=0
und aus (3a):

2 ‘
(9) =8, + {? sin? .4 U, |
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folglich, durch Entwickelung in eine Taylor’sche Reihe, und
it Vernachiéssigung héherer Potenzen von A U:

rs d ‘) d Q . €
@ ==30+-(d§) FAU - (dyz) > sind 9 (4 U2,

Fihrt man dies in (5} ein, so ergiebt sich, da:

J¥m4ﬁd0 32
15

@8, =dS+ 2onde () AU+ 227 ae (52 (407
oder nach (8):

—_avlfdL) pan(ae :
(]S =dSs dUl(d“) +5c?(dﬁﬂ)0‘d(]}

s

Nun ist:
d S
dU

d .S S d? .S
du= (rlU)(} + ('u’iUé)UA Ut .o
Folglich durch Substitution die Entropienderung des
ganzen Systerns, unter Vernachlissigung hoherer Potenzen

ivon AU
d d* S 28 (2R N
0 (kl’s‘?)o o+ {( d Uf)o 5t (?fﬁ‘f)o} 4 DJ '

d&:dU“
5. Notwendige Eigenschaften der Entropie.

d & =

AU
wmd nach (7):

l
1
: d S
‘ d U

. Wenn der letzte Ausdruck immer positiv sein soll, wie
& der zweite Hauptsatz der Thermodynamik verlangt, so muss,
la qU positiv oder negativ, 4 {" aber beliebig klein sein kann,
‘llgemein die Beziehung gelten:

i

; dey _ (dS

Pa) (th )o - (ifff)o

Wer durch Integration, mit Riicksicht auf (6):
2

'uO) go = ':z’ So )

i
‘Wobei itber die Integrationsconstante verfiigt ist, da sie keine
gphysikalische Bedeutung besitzt. Kbenso durch Differentiation:

i (mg) _ cf (&S
o s = L)y

!
1

|
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Mit Benutzung dieser Beziehung ergiebt sich:
. . d* 8
d§,=dU. 4 U'%Tﬁ
indem der Index 0 jetzt als Giberfiiissig fortgelassen ist,
Dieser Ausdruck stellt also die Enhoplevermehlung dar
welche in der Natur eintritt, wenn ein in einem Statlonaren
Strahlungsfelde befindlicher Resonatm dessen Energie U eingy,
Ileinen Usherschuss 4 U ither ihren stationiren Wert enthily,
die Energieinderung d U erleidet. Die hntroplevermehmng
hingt also nur ab von dU, AU und U, und ist iiberdies, wjq
auch von vornherein einleuchtet, den Werten vou 4 U und vy
AU proportional. Soll sie stets positiv sein, so muss, dy ¢y
und A4 U nach (8) immer entgegengesetzte Vcrzelchen haben,
der letzte Factor negativ sein. Setzen wir also:

3 48 v yr
(12) F-E—U?Z——T(L)’
so ist /" eine positive Function von U, und die Entropiever.
mehrung wird:
(13) dS,=—dU.4U.f(U);

f(U) kann noch von der Schwingungszahl » des Resonators
abh&ngen, dagegen nicht von seiner Dampfung <, wie man
aus der Gleichung (11) erkennt, deren linke Seite & jedenfalls
nicht enthilt. |
Weitere Schliisse auf den Wert der Entropie lassen sich
aus dem Satze der Entropievermehrung allein nicht ziehen,
weder in dem hier betrachteten speciellen, noch in dem all-
gemeineren Falle, dass sich der Resonator in einem beliebigen
Strahlungsfelde hefindet. Ja, es lasst sich sogar direct der
Nachweis liefern, dass, wenn man der Function f(U) irgend
eine beliebige positive Form beilegt, und daraus nach (12)
und (10) die Ausdriicke von § als Function von U, und von 8
als Function von & berechnet, der in (3) gegebene allgemeinste
Wert von 8, immer positiv ausfallt.?) Doch wiirde die Durch-
fiihrung dieses Nachweises hier zu viel Raum in Anspruch
nehmen, Jedenfalls folgt daraus so viel, dass der Satz der

1) Dieser Bedingung geniigt auch die fin § 1 erwiihnte Formel von
M. Thiesen.
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Entropievermehrung an sich nicht hinreicht, um den Ausdruck
fer Entropie als Function der Energie zu berechnen, sondern
dass zu diesem Zweck ein niheres Eingehen auf die physi-
kalische Bedeutung der Entropiefunction notwendig ist. Insofern
hedarf also die im vorletzten Absatz des § 23 meiner vorigen
Arbeit gemachte Bemerkung einer Berichtigung.

$ 6. Vollstandige Berechnung der Entropiefunection.

Denken wir uns nun, dass in dem betrachteten stationiren
Strablungsfeld statt eines einzigen Resonators eine beliebig
grosse Zahl n, mit dem bisher betrachteten ganz gleichbe-
schaffene, Resonatoren vorhanden sind, in denen sich wihrend
des Zeitelementes d4¢, unabhingig voneinander, genau die nim-
lichen Vorgiinge abspielen. Dann ist die Energie aller Reso-
natoren, als Summe der EKinzelenergien, n I/ = U, ihr Uecber-
schuss iiber ihren stationiren Wert, der die Abweichung vom
stationren Zustand angiebt: n. 4 U= 4 U, ihre Aenderung im
Leitelement d¢: n.d U=d U, endlich ihre Entropie, als Summe
aller Kinzelentropien: n§ =8 .

Man konote nun einen Augenblick zu der Vermutung

jneigen, dass § in derselben Weise von U/ abhinge, wie §

von U; dann wiirde man den Wert von 8 auch dadurch er-
halten konnen, dass man in den Ausdruck von §, als Function
von U7 gedacht, U statt U/ einsetzt. Indes konnte diese Ver-
matung dorch keinerlei Ueberlegung physikalischer Art be-
griindet werden, da der Grosse der Entropie an sich gar keine
physikalische Bedeutung zukommt, ebensowenig wie dies etwa
bei der absoluten Grosse eines Kriftepotentiales der Fall ist.
Bine bestimmte physikalische Bedeutung besitzt vielmehr nur
lie im Zeitelement J¢ eintretende Entropievermehrung des
ganzen Systems, da dieselbe das numerische Maass bildet fiir
lie Irreversibilitat des Processes oder fiir die incompensirte

‘Verwandlung von Arbeit in Wirme, und anf diese Grosse lisst

Sich in der That eine entsprechende Schlussfolgerung mit Er-
folg anwenden und durchfithren. Denn der notwendige physi-
kalische Zusammenhang zwischen Knergieiinderung und Entropie-
Vermehrung wiirde wohl kanm begreiftich erscheinen. wenn
man nicht annehmen wolite, dass die Entropievermehrung hei
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der betrachteten Strahlung der n Resonatoren vollstindig }e.
stimmt ist durch ibre Energie I}, deren Abweichung 4
vom stationiren Wert, und die in der Zeit d erfolgende Eﬂergie’:
dnderung d L), und dass infolge dessen die Griisse der Fn.
tropievermehrung auch damn erhalten wird, wenn man ip dey,
Ausdruck (18) iiberall U statt U setzt.

Andererseits ist aber diese Entropievermehrung Jedenfa]lg
gleich dem nfachen desselben Ausdruckes (18), da sjel 7
einander ganz gleiche Vorginge gleichzeitig und unabh‘ang,‘g
voneinander abspielen. Wir haben daher in leicht versting.
licher Bezeichnung:

(—dU.AU.f(Ujp,=—n.dU. AU.f(V)
AU AU, f(U)=n.dU.AU.fU).

Setzt man hierin tiberall fir U seinen Wert » U, 5o ¢
giebt sich:

oder:

[0y = r ()

und die Losung dieser Functionalgleichung ist: )

. const.

FIU) = 255
oder nach (12):

&8«

daUt U’

wobei die positive Constante ¢ nur noch von der Schwingungs-
zahl » abhingen kann.

Hieraus folgt durch zweimalige Integration:
(14) 8=—eUlog (8 U,
wobel £ eine zweite von » abhiingige positive Constante dar-
stellt. KEine weitere additive Integrationsconstante ist unter-
driickt, da sie keine physikalische Bedeutung hat.

Endlich folgt aus (10):

903’"%“ Uy log (8 Uo)
oder, mit Beriicksichtigung von (6) und Weglassung des Index U:
(15) L=—aflog (E:;.@)

1) Der Umstand, dass n als ganze Zahl vorausgesetzt ist, kann die
Allgemeinheit dieses Schlusses nicht beeintrichtigen.
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Nimmt man nun noch die Definition der Temperatur
des Resonators hinzu:

a U 1 ds
; A8 = - oder - =7
gund nach (9a) die Temperatur der Strahlungsintensitit &:
L a2
f G d’
's0 erhalt man:
| 4-=—alog(Fe )
tund
v 2
19) 4 =—wlog (5 g),
Loder:
! P
_ a
®= fect €

‘md diese Gleichung geht durch die Substitution:
: 1 . 1
L=t =90

‘in die Gleichung (56) meiner vorigen Arbeit iiber, die mnach
‘len thermodynamischen Untersuchungen von W. Wien!) not-
.wendig zu der Folgerung fithrt, dass f{») und ¢(») beide pro-
‘portional » sind.

Wir kinnen daher setzen:
| %:aw, é;zebl!,
Wobei @ und & universelle positive Constante sind, und damit
tellen die Gleichungen (14) und (15) genau die von mir frither
Invermittelt eingefithrten Definitionen der Resonatorentropie S
.ind der strahlenden Entropie £ vor.

Aus (16) ergiebt sich dann:
/ 1 1 bt
1\17) o =y log ca

Die nach den Messungen von I. Kurlbaum und denen
son W, Paschen von mir berechneten Zahlenwerte von «
ad b osind:

« = 0,4818 . 10-Wlsec X Celsiusgradl,
b= 6,885 .10 {erg X sec].

1) W. Wien, Wied. Ann, 38. p. 662, 1506.
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§ 7. Temperatur homocentrischer Strahlen.

Zum Schlusse soll noch, als eine specielle Anwenquy,
des Wien’schen Gesetzes, die Temperatur einer monochy,
matischen unpolarisirten Strahlung berechnet werden, die vou
einer kleinen Fliche (Spalt) in senkrechter Richtung emittipg
und durch ein beliebiges System centrirter brechender Kugel.
flachen nahe der Axe hindurchgegangen ist. Kine solche Strak.
lung besteht aus homocentrischen Biindeln und entwirft daher
hinter jeder brechenden (oder spiegelnden) Fliche ein reellog
oder virtuelles Bild der ersten emittirenden Fliche, wiedepy,
senkrecht zur Axe.

Das letzte Medium nehmen wir zunichst, wie das erse
als reines Vacuum an, Dann handelt es sich zur Bestimmuué
der Temperatar nach Gleichung (17) nur um die Berechnung
der Strahlungsintensitit € (oder deutlicher ®,) im letgten
Medium, und hierzu geniigt, wie leicht zu zeigen, die Gesamt.
intensitit der monochromatischen Strahlung J,, die Grosse dep
Bildfische 7, und der ridumliche Oeffnungswinkel w des iy
einem Punkt des Bildes zusammentreffenden bez. von ihm aus.
gehenden Strahlenkegels.

Die Strahlungsintensitit §, von der Schwingungszahl »
ist fir unpolarisirte Strahlung nach § 11 meiner vorigen Arheit
dadurch definirt, dass von einem Flichenelement de einem
anderen, in der Entfernung r ihm gerade gegeniiberliegenden
Flachenelement d ¢’ in der Zeit d¢ die dem Schwingungszahlen-
intervall von » bis » + dv entsprechende Energiemenge:

do.do

2%, L1 07 gy.di
r

zugestrahlt wird. Hier ist 2§, die ,,Helligkeit® der unpotari-
sirten monochromatischen Strahlung.

Bezeichnet nun d¢ ein Element der Bildfliche im letzten
Medium, so ist die gesamte auf das Bild fallende monochro-
matische Strahlung:

J, = 25@-,,fda.f%§'.

J, ist, wie der vorhergehende Ausdruck, von der Dimension
einer Energiemenge, da das Product dv.d ¢ eine reine Zahl ist.
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Das zweite Integral ist nichts anderes als der Oeffnungs-
winkel des von einem Flichenelement d & ausgehenden Strahlen-

kegels:
J. g
) = o,
o

‘ Stellt noch # die ganze Fliche des Bildes vor, so er-
" hilt man:
(18) J, =29, Fo

md daraus mit Benutzung von (17) als Temperatur der Strah-
lnng :

£ ay
) P =T
98 J, '

Wenn das betrachtete diathermane Medium nicht das
: Vacoum ist, sondern den absoluten Brechungsexponenten =
- besitzt, so muss nach dem bekannten Kirchhoff-Clausius’-
schen Gresetze in der Gleichung (17) die Grosse ® durch & /a2
md daher auch in (18) / durch J//n% ersetzt werden, und
die Formel verallgemeinert sich zu:

av
= C9bhdatw A
log = 2

et J,
oder, mit Benutzung der Zahlenwerte von a, & und ¢:

0,482.10 10 .
S ngf-&;——”—--— Grad Celsius abs.
log gy 107,8

"

F = -

’ Hierbei ist J, in Erg, » in reciproken Secunden, # in
Quadratcentimetern auszudriicken.

Die so berechnete Temperatur bleibt der betrachteten
Strahlung so lange erhalten, als sie sich in dem diathermanen
Medium ungestsrt fortpflanzt, auch wenn sie sich bis in be-
; ﬁebige Entfernungen und in beliebig grosse Riume ausbreitet.
' Denn wenn auch in grosseren Entfernungen eine immer kleinere
_Energiemenge durch ein Flachenelement hindurchstrahlt, so
Verteilt sich dieselbe dafiir auf einen um so schmaleren, von
i dem Klemente ausgehenden Strahlenkegel, sodass der Wert
Yon @ ganz ungedndert bleibt. Daher ist die freie Ausbreitung
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der Strahlung ein vollkommen reversibler Vorgang.l) Die Una.
kehrung desselben lisst sich etwa mit Hiilfe eines passendey
Hohlspiegels oder einer Sammellinse realisiren. '
Fragen wir nun weiter nach der Temperatur der Strahlung
in den iibrigen Medien, die hinter den einzelnen bre@henden
Kugeltlichen liegen. In jedem dieser Medien besitat g;,
Strahlung eine bestimmte Temperatur, die durch die letate
Formel gegeben ist, wenn man sie auf das von der Strahlung
in diesem Medium erzeugte reelle oder virtuelle Bild beziept,
Die Schwingungszahl » der monochromatischen Strahlung
ist selbstverstindlich in allen Medien dieselbe; ferner ist nach
den Gesetzen der geometrischen Optik das Product n? g,
allen Medien gleich. Wenn daher anch noch die Gesapg.
intensitdt der Strablung J, bei der Brechung (oder Reﬁexion)
an einer Fliche constant bleibt, so bleibt auch % constant,
oder mit anderen Worten: Die Temperatur eines homocey.
trischen Strahlenbiindels wird durch regelmissige Brechung
oder Reflexion nicht geindert, falls dabei kein Energieverlyst
der Strahlung eintritt. In diesem Falle ist also die Brechung
oder Reflexion, ebenso wie die freie Ausbreitung der Strahlung,
vollkommen reversibel. Jede Schwichung der Gesamtintensitit j,
aber, durch Spaltung der Strablung, sei es in zwei oder in
viele verschiedene Richtungen, wie bei der diffusen Reflexion,
fithrt zu einer Erniedrigung der Temperatur ¢ des Strahlen-
biindels, Thatsichlich findet ja im allgemeinen. bei jeder
Brechung oder Reflexion ein bestimmter Energieverlust durch -
Reflexion oder Brechung, und mithin auch eine Temperatur-
erniedrigung statt. Hier kommt also der principielle Unter-
schied scharf zur Geltung, den es macht, ob eine Strahlung
lediglich durch freie Ausbreitung, oder ob sie durch Spaltung
bez. Absorption geschwicht wird. Im ersten Fall bleibt die
Temperatur constant, im zweiten wird sie erniedrigt.

1) Dieser Satz differirt einigermaassen von einer Folgerung, zu der
W. Wien (Wied. Ann. 52, p. 162. 1894) gelangt: ,,dass alle die Ver-
#nderungen der Strahlung nicht umkehrbar sind, bei denen Strahlung
ohne Arbeftsleistung ihr Volumen vergréssert’* Nach der hier ent-
wickelten Theorie kann dies nur dann zutreffen, wenn die Veridnderungen
mit Emission oder mit diffuser Refiexion oder mit einem anderen irre-
versibeln Vorgang verbunden sind, nicht aber, wenn es sich um die ein-
fache geradlinige Ausbreitung sehon vorhandener Strahlung handelt.
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Fir astigmatische Strahlenbiindel lassen sich wahrschein-
lich bis zu einem gewissen Grad analoge (Gesetzmiissigkeiten
}a.ussprechen nur wird die Berechnung der Temperatur eines
i astigmatischen Strahlenbindels zu complicirteren Formeln fithren.
Dagegen diirfte jede Art Beugung mit einer Temperaturerniedri-
gung bez. einer Entropievermehrung verbunden sein, sodass
das Phiinomen der Beugung npatirlicher Strahlung ganz all-
gemein den irreversibeln Vorgingen zuzurechnen wire.

Berlin, Mirz 1900.
(Eingegangen 22. Mirz 19%00.)




